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ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ВКЛЮЧЕНИЯ
С ИМПУЛЬСНЫМИ ВОЗДЕЙСТВИЯМИ. Часть 3

c©А.И. Булгаков, Е.В. Корчагина, О.В. Филиппова
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ствия; выпуклость по переключению значений (разложимость).
Рассмотрены вопросы априорной ограниченности решений задачи Коши для
функционально-дифференциального включения с импульсными воздействиями и
оценки их решений.

В этой части рассматривается задача Коши для функционально-дифференциального
включения с импульсными воздействиями, сформулированная в части 1

ẋ ∈ Φ(x), (1)

∆(x(tk)) = Ik(x(tk)), k = 1, ...,m, (2)

x(a) = x0, (3)

Здесь предполагается,что правая часть включения (1) является непрерывным по Хаусдорфу
многозначным отображением. В этом случае доказано, что если множество всех локальных
решений задачи (1)-(3) априорно ограничено, то множество решений задачи (1)-(3) почти
реализует (или реализует) расстояние в пространстве суммируемых функций от любой сум-
мируемой функции до своих значений (определение см. ниже). На основе этого утвержде-
ния получены оценки решений задачи (1)-(3), аналогичные оценкам А.Ф. Филиппова для
обыкновенных дифференциальных включений.

О п р е д е л е н и е 1. Будем говорить, что множество решений задачи (1)-(3) по-
чти реализует расстояние в пространстве суммируемых функций от любой суммируе-
мой функции до своих значений, если для любого v ∈ Ln

1 [a, b] и любого ε > 0 существует
такое решение x ∈ C̃n[a, b] задачи (1)-(3), что для любого измеримого множества U ⊂ [a, b]
выполняется неравенство

‖q − v‖Ln
1 (U) 6 ρLn

1 (U)[v,Φ(x)] + εµ(U), (4)

где функция q ∈ Φ(x) удовлетворяет равенству (4). Если неравенство (4) выполняется и при
ε = 0, то будем говорить, что множество решений задачи (1)-(3) реализует расстояние в
пространстве суммируемых функций от любой суммируемой функции до своих значений.

Т е о р е м а 1. Пусть множество всех локальных решений задачи (1)-(3)(см. §1)
априорно ограничено. И пусть отображение Φ : C̃n[a, b] → S(Ln

1 [a, b]) непрерывно по Ха-
усдорфу. Тогда множество решений задачи (1)-(3) почти реализует расстояние в про-
странстве суммируемых функций от любой суммируемой функции до своих значений.
Если Φ : C̃n[a, b] → Ω[S(Ln

1 [a, b])], то множество решений задачи (1)-(3) реализует рас-
стояние в пространстве суммируемых функций от любой суммируемой функции до своих
значений.

О п р е д е л е н и е 2. Будем говорить, что импульсные воздействия Ik : Rn → Rn, k =
1, 2, ...,m, обладают свойством A, если для каждого k = 1, 2, ...,m найдется непрерывная
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неубывающая функция Ĩk : R1
+ → R1

+, удовлетворяющая равенству Ĩk(0) = 0, что для
любых x, y ∈ Rn выполняется оценка

|Ik(x)− Ik(y)| ≤ Ĩk(|x− y|). (5)

О п р е д е л е н и е 3. Будем говорить, что импульсные воздействия Ik : Rn → Rn,
k = 1, 2, ...,m, и отображение Φ : C̃n[a, b] → S(Ln

1 [a, b]) обладают свойством (Γu,ε,p, k =
1, 2, ...,m), если импульсные воздействия Ik : Rn → Rn, k = 1, 2, ...,m, обладают свой-
ством A, и если найдется изотонный непрерывный вольтерров оператор Γ : C̃1

+[a, b] →
L1

+[a, b], удовлетворяющий условиям Γ(0) = 0, для любых функций x, y ∈ C̃n[a, b] и лю-
бого измеримого множества U ⊂ [a, b] выполняется неравенство

hLn
1 (U)[Φ(x); Φ(y)] ≤ ‖Γ(Z(x− y))‖L1

1(U); (6)

множество всех локальных решений задачи

ẏ = u+ ε+ Γ(y), ∆(y(tk)) = Ĩk(y(tk)), k = 1, ...m, y(a) = p (7)

априорно ограничено. Здесь непрерывное отображение Z : C̃n[a, b] → C̃1
+[a, b] определено

равенством
(Zx)(t) = |x(t)|, (8)

отображения Ik : Rn → Rn, k = 1, 2, ...,m, удовлетворяют неравенству (5), u ∈ L1
+[a, b],

числа ε, p ≥ 0.
Пусть для функции y ∈ C̃n[a, b] существует функция q̃ ∈ Ln[a, b], что для любого

t ∈ [a, b] имеет место представление

y(t) = y(a) +

t∫
a

q̃(s)ds+
m∑

k=1

χ[tk,b](t)∆(y(tk)), (9)

где ∆(y(tk)), k = 1, 2, ...,m, удовлетворяет равенству (2). Пусть для функции κ ∈ L1
+[a, b]

для каждого измеримого множества U справедливо соотношение

ρLn
1 (U)[q̃; Φ(y)] ≤

∫
U

κ(s)ds, (10)

где функции q̃ ∈ Ln
1 [a, b] и y ∈ C̃n[a, b] удовлетворяют равенству (9).

Т е о р е м а 2. Пусть для функции y ∈ C̃n[a, b] имеет место представление (9),
а функция κ ∈ L1

+[a, b] для каждого измеримого множества U ⊂ [a, b] удовлетворяет
неравенству (10). Далее, пусть импульсные воздействия Ik : Rn → Rn, k = 1, 2, ...,m,
и отображение Φ : C̃n[a, b] → S(Ln

1 [a, b]) обладают свойством (Γu,ε,p, k = 1, 2, ...,m), где
ε ≥ 0, p = |x0 − y(a)|, x0− начальное условие задачи (1)-(3). Тогда для любого решения
x ∈ C̃n[a, b] задачи (1)-(3), удовлетворяющего для любого измеримого множества U ⊂
[a, b] неравенству (4), в котором функция q ∈ Ln

1 [a, b] из представления (4), а функция
v = q̃ из соотношения (9), при любом t ∈ [a, b] имеет место оценка

|x(t)− y(t)| ≤ ξ(κ, ε, p)(t) (11)

и при почти всех t ∈ [a, b] справедливо соотношение

|q(t)− q̃(t)| ≤ κ(t) + ε+ (Γ(ξ(κ, ε, p)))(t), (12)
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где ξ(κ, ε, p)− верхнее решение задачи (7) при u = κ и p = |x0 − y(a)| .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ε > 0 и пусть x ∈ C̃n[a, b]− решение задачи (1)-

(3), удовлетворяющее для любого измеримого множества U неравенству (4), в котором
функция q ∈ Ln

1 [a, b] из представления (4), а функция v = q̃ из соотношения (9). Поэтому
из равенств (4) и (9) для любого t ∈ [a, b] получаем оценку

|x(t)− y(t)| ≤ |x0 − y(a)|+

+
t∫

a
|q(s)− q̃(s)|ds+

m∑
k=1

χ(tk,b](t)|∆(x(tk)− y(tk))|.
(13)

Так как импульсные воздействия Ik : Rn → Rn, k = 1, 2, ...,m, обладают свойством A, то
из оценок (5) и (13) следует соотношение

|x(t)− y(t)| ≤ |x0 − y(a)|+

+
t∫

a
|q(s)− q̃(s)|ds+

m∑
k=1

χ(tk,b](t)Ĩk(|x(tk)− y(tk)|)
(14)

Далее, так как x ∈ C̃n[a, b] удовлетворяет оценке (4), в которой q ∈ Φ(x) из представления
(4), а функция v = q̃ из соотношения (9), то из оценок (4), (10) для любого измеримого
множества U имеют место соотношения

‖q − q̃‖Ln
1 (U) ≤ ρLn

1 (U)[q̃; Φ(x)] + εµ(U) ≤ ρLn
1 (U)[q̃; Φ(y)] + ρLn

1 (U)[Φ(y); Φ(x)]+

+εµ(U) ≤
∫
U

(κ(s) + ε)ds+
∫
U

Γ(Z(x− y))(s)ds.

Таким образом из предыдущих оценок вытекает, что при почти всех t ∈ [a, b] выполняется
неравенство

|q(t)− q̃(t)| ≤ κ(t) + ε+ Γ(Z(x− y))(t). (15)

Поэтому из оценок (15) и (14) для любого t ∈ [a, b] вытекает соотношение

|x(t)− y(t)| ≤ |x0 − y(a)|+
t∫

a
(κ(s) + ε)ds+

+
t∫

a
Γ(Z(x− y))(s)ds+

m∑
k=1

χ(tk,b](t)Ĩk(|x(tk)− y(tk)|).
(16)

Определим отображение Θ : C̃1
+[a, b] → C̃1

+[a, b] равенством

(Θx)(t) = sup
s∈[a,t]

x(s). (17)

Очевидно, что для любого t ∈ [a, b] справедлива оценка

|x(t)− y(t)| ≤ (ΘZ(x− y))(t). (18)

Из (18), (16) и изотонности отображений Γ : C̃1
+[a, b] → L1

+[a, b], Ĩk : R1
+ → R1

+, k =
1, 2, ...,m, для любого t ∈ [a, b] следует соотношение

|x(t)− y(t)| ≤ |x0 − y(a)|+
t∫

a
(κ(s) + ε)ds+

+
t∫

a
Γ(ΘZ(x− y))(s)ds+

m∑
k=1

χ(tk,b](t)Ĩk((ΘZ(x− y))(tk)).
(19)
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Так как правая часть оценки (19) не убывает по t ∈ [a, b], то из определения функции
Θ : C̃1

+[a, b] → C̃1
+[a, b] (см.(17)) для любого t ∈ [a, b] получаем оценку

(ΘZ(x− y))(t) ≤ |x0 − y(a)|+
t∫

a
(κ(s) + ε+ Γ(ΘZ(x− y))(s))ds+

+
m∑

k=1

χ(tk,b](t)Ĩk((ΘZ(x− y))(tk)).
(20)

Поэтому согласно §2 для любого t ∈ [a, b] справедливо соотношение

(ΘZ(x− y))(t) ≤ ξ(κ, ε, p)(t), (21)

где ξ(κ, ε, p)− верхнее решение задачи (7). Из оценок (21), (20), (18) получаем оценку (11).
Из неравенства (15) и соотношения (21) следует неравенство (12). Теорема доказана.

Из теорем 1, 2 вытекает
Т е о р е м а 3. Пусть для функции y ∈ C̃n[a, b] имеет место представление (9)

и функция κ ∈ L1
+[a, b] для каждого измеримого множества U ⊂ [a, b] удовлетворяет

неравенству (10). Далее, пусть импульсные воздействия Ik : Rn → Rn, k = 1, 2, ...,m,
и отображение Φ : C̃n[a, b] → S(Ln

1 [a, b]) обладают свойством (Γu,ε,p, k = 1, 2, ...,m),
где ε ≥ 0, p = |x0 − y(a)|, x0− начальное условие задачи (1)-(3), и множество всех
локальных решений задачи (1)-(3) априорно ограниченно. Тогда при ε > 0 существует
решение x ∈ C̃n[a, b] задачи (1)-(3), для которого при всех t ∈ [a, b] справедлива оценка
(11), и при почти всех t ∈ [a, b] выполняется соотношение (12).

Если Φ : C̃n[a, b] → Ω[S(Ln
1 [a, b])], то утверждение справедливо и при ε = 0.

Далее рассмотрим задачи, для которых можно получить из теоремы 3 конкретные оцен-
ки решений.

Пример 1. Рассмотрим задачу Коши для обыкновенного дифференциального включения
с импульсными воздействиями

ẋ(t) ∈ F (t, x(t)) при почти всех t ∈ [a, b], (22)

∆(x(tk)) = Îk(x(tk)), k = 1, 2, ...,m, (23)

x(a) = x0, (24)

где для любого k = 1, 2, ...,m отображение Îk : Rn → Rn определено равенством

Îkx = Akx+ gk,

здесь Ak ∈ Mn×n(Rn), gk ∈ Rn; отображение F : [a, b] × Rn → comp[Rn] удовлетворяет
условиям:
1) при всех x ∈ Rn отображение F (·, x) измеримо;
2) существует суммируемая функция l : [a, b] → [0,∞) такая, что для любых x, y ∈ Rn и
при почти всех t ∈ [a, b] выполняется неравенство

h[F (t, x);F (t, y)] ≤ l(t)|x− y|; (25)

3) функция ‖F (t, 0)‖ : [a, b] → [0,∞), определенная равенством

‖F (t, 0)‖ = sup
y∈F (t,0)

|y|,

суммируемая.
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Под решением задачи (22)-(24) понимается функция x ∈ C̃n[a, b] , для которой существу-
ет такая суммируемая q : [a, b] → Rn , что при почти всех t ∈ [a, b] справедливо включение
q(t) ∈ F (t, x(t)) и при всех t ∈ [a, b] имеет место равенство

x(t) = (Λq)(t) +
m∑

k=1

∆(x(tk)), (26)

где ∆(x(tk)) , k = 1, 2, ...,m удовлетворяют равенству (23), а оператор Λ : Ln
1 [a, b] →

Cn[a, b] определен равенством (7).
Отображение F : [a, b]×Rn → comp[Rn] порождает оператор Немыцкого N : C̃n[a, b] →

S(Ln
1 [a, b]), определенный равенством

Nx = {z ∈ Ln
1 [a, b] : z(t) ∈ F (t, x(t)) при почти всех t ∈ [a, b]}. (27)

С помощью оператора Немыцкого включение (22) можно записать в следующем эквива-
лентном функциональном виде

ẋ ∈ Nx, (28)

где ẋ− «производная решения» x : [a, b] → Rn задачи (1)-(3) (функция q ∈ Ln
1 [a, b] удо-

влетворяет равенству (26)).
Так как для любого k = 1, 2, ...,m, выполняется неравенство

|Îkx− Îky| ≤ ‖Ak‖|x− y|,

то отображение Ĩk : R1
+ → R1

+, k = 1, 2, ...,m, удовлетворяющее оценке (5), имеет вид

Ĩkx = ‖Ak‖x. (29)

Импульсные воздействия Îk : Rn → Rn, k = 1, 2, ...,m, и отображение N : C̃n[a, b] →
S(Ln

1 [a, b]) обладают свойством (Γu,ε,p, Îk, k = 1, 2, ...,m) при Γ : C̃1
+[a, b] → L1

+[a, b], задан-
ном равенством

(Γx)(t) = l(t)x(t). (30)

При этом Γ : C̃1
+[a, b] → L1

+[a, b] удовлетворяет условиям: Γ(0) = 0, для любых функций
x, y ∈ C̃n[a, b] и любого измеримого множества U ⊂ [a, b] выполняется неравенство

hLn
1 (U)[Nx;Ny] ≤ ‖Γ(Z(x− y))‖L1

1(U),

здесь непрерывное отображение Z : C̃n[a, b] → C̃1
+[a, b] определено равенством (8).

Рассмотрим решение задачи

ẏ = u+ ε+ Γ(y), ∆y(tk) = Ĩk(y(tk)), k = 1, 2, ...m, y(a) = p, (31)

где числа ε, p ≥ 0, функция u ∈ L1
+[a, b] , отображение Γ : C̃1

+[a, b] → L1
+[a, b] определено

равенством (30). Решение задачи (31) на промежутке [a, t1] имеет вид

ξ(u, ε, p)(t) =

t∫
a

(u(s) + ε)e

tR
s

l(τ)dτ
ds+ p e

tR
a

l(s)ds
.

Рассмотрим продолжение решения задачи (31) на промежуток (t1, t2] . Из условия задачи
получаем

ξ(u, ε, p)(t1 + 0) = ξ(u, ε, p)(t1) + ‖A1‖ξ(u, ε, p)(t1).
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Поэтому решение задачи (31) на отрезке [a, t2] записывается в виде

ξ(u, ε, p)(t) =

t∫
a

(u(s) + ε)e

tR
s

l(τ)dτ
ds+ (y(t1) + ‖A1‖y(t1))e

tR
t1

l(s)ds

или

ξ(u, ε, p)(t) =
t∫

a
(u(s) + ε)e

tR
s

l(τ)dτ
ds + p e

tR
a

l(s)ds
+ ‖A1‖

( t1∫
a
(u(s) + ε)e

t1R
s

l(τ)dτ
ds +

p e

t1R
a

l(s)ds)
e

tR
t1

l(s)ds

χ(t1,b](t).
Так как

ξ(u, ε, p)(t2 + 0) = ξ(u, ε, p)(t2) + ‖A2‖ξ(u, ε, p)(t2),

то продолжение решения задачи (31) на полуинтервал (t2, t3] имеет вид

ξ(u, ε, p)(t)=
t∫

a
(u(s) + ε)e

tR
s

l(τ)dτ
ds+ p e

tR
a

l(s)ds
+

+ ‖A1‖
( t1∫

a
(u(s) + ε)e

t1R
s

l(τ)dτ
ds+ p e

t1R
a

l(s)ds)
e

tR
t1

l(s)ds

χ(t1,b](t) +

+ ‖A2‖
( t2∫

a
(u(s) + ε)e

t2R
s

l(τ)dτ
ds+ p e

t2R
a

l(s)ds)
e

tR
t2

l(s)ds

χ(t2,b](t) +

+ ‖A1‖‖A2‖
( t1∫

a
(u(s) + ε)e

t1R
s

l(τ)dτ
ds+ p e

t1R
a

l(s)ds)
e

tR
t1

l(s)ds

χ(t2,b](t).

На полуинтервал (t3, t4]

ξ(u, ε, p)(t)=
t∫

a
(u(s) + ε)e

tR
s

l(τ)dτ
ds+ p e

tR
a

l(s)ds
+

+ ‖A1‖
( t1∫

a
(u(s) + ε)e

t1R
s

l(τ)dτ
ds+ p e

t1R
a

l(s)ds)
e

tR
t1

l(s)ds

χ(t1,b](t) +

+ ‖A2‖
( t2∫

a
(u(s) + ε)e

t2R
s

l(τ)dτ
ds+ p e

t2R
a

l(s)ds)
e

tR
t2

l(s)ds

χ(t2,b](t) +

+ ‖A3‖
( t3∫

a
(u(s) + ε)e

t3R
s

l(τ)dτ
ds+ p e

t3R
a

l(s)ds)
e

tR
t3

l(s)ds

χ(t3,b](t) +

+ ‖A1‖‖A2‖
( t1∫

a
(u(s) + ε)e

t1R
s

l(τ)dτ
ds+ p e

t1R
a

l(s)ds)
e

tR
t1

l(s)ds

χ(t2,b](t) +

+ ‖A1‖‖A3‖
( t1∫

a
(u(s) + ε)e

t1R
s

l(τ)dτ
ds+ p e

t1R
a

l(s)ds)
e

tR
t1

l(s)ds

χ(t3,b](t) +

+ ‖A2‖‖A3‖
( t2∫

a
(u(s) + ε)e

t2R
s

l(τ)dτ
ds+ p e

t2R
a

l(s)ds)
e

tR
t2

l(s)ds

χ(t3,b](t) +

+ ‖A1‖‖A2‖‖A3‖
( t1∫

a
(u(s) + ε)e

t1R
s

l(τ)dτ
ds+ p e

t1R
a

l(s)ds)
e

tR
t1

l(s)ds

χ(t3,b](t).

1294



ISSN 1810-0198. Вестник ТГУ, т. 14, вып. 6, 2009

Окончательно получаем формулу

ξ(u, ε, p)(t) =
t∫

a

(u(s) + ε)e

tR

s

l(τ)dτ
ds+ p e

tR

a

l(s)ds
+

+
m∑

k=1

‖Ak‖

 tk∫
a

(u(s) + ε)e

tkR

s

l(τ)dτ
ds+ p e

tkR

a

l(s)ds

 e

tR

tk

l(s)ds

χ(tk,b](t)+

+
m−1∑
k=1

‖A1‖‖Ak+1‖

 t1∫
a

(u(s) + ε)e

t1R

s

l(τ)dτ
ds+ p e

t1R

a

l(s)ds

 e

tR

t1

l(s)ds

χ(tk+1,b](t)+

+
m−2∑
k=2

‖A2‖‖Ak+1‖

 t2∫
a

(u(s) + ε)e

t2R

s

l(τ)dτ
ds+ p e

t2R

a

l(s)ds

 e

tR

t2

l(s)ds

χ(tk+1,b](t)+

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+‖Am−1‖‖Am‖

 tm−1∫
a

(u(s)+ε)e

tm−1R

s

l(τ)dτ
ds+ p e

tm−1R

a

l(s)ds

e tR

tm−1

l(s)ds

χ(tm,b](t)+

+
m−2∑
k=1

‖A1‖‖A2‖‖Ak+2‖

 t1∫
a

(u(s) + ε)e

t1R

s

l(τ)dτ
ds+ p e

t1R

a

l(s)ds

 e

tR

t1

l(s)ds

χ(tk+2,b](t)+

+
m−3∑
k=1

‖A2‖‖A3‖‖Ak+3‖

 t2∫
a

(u(s) + ε)e

t2R

s

l(τ)dτ
ds+ p e

t2R

a

l(s)ds

 e

tR

t2

l(s)ds

χ(tk+3,b](t)+

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+‖Am−2‖‖Am−1‖‖Am‖

 tm−2∫
a

(u(s) + ε)e

tm−2R

s

l(τ)dτ
ds+ p e

tm−2R

a

l(s)ds

e tR

tm−2

l(s)ds

χ(tm,b](t)+

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+‖A1‖‖A2‖ . . . ‖Am‖

 t1∫
a

(u(s) + ε)e

t1R

s

l(τ)dτ
ds+ p e

t1R

a

l(s)ds

 e

tR

t1

l(s)ds

χ(tm,b](t).

(32)

Пусть для функции y ∈ C̃n[a, b] существует такая функция q̃ ∈ Ln
1 [a, b] , что при любом

t ∈ [a, b] имеет место представление

y(t) = y(a) +

t∫
a

q̃(s)ds+
m∑

k=1

χ(tk,b](t)∆(y(tk)), (33)

где ∆(y(tk)) , k = 1, 2, . . . ,m удовлетворяют равенству (23). Далее, пусть функция κ ∈
L1

+[a, b] удовлетворяет при почти всех t ∈ [a, b] оценке

ρ[q̃(t), F (t, y(t))] 6 κ(t). (34)

Тогда из теоремы 3 и из приведенных выше рассуждений вытекает, что для любой функции
y ∈ C̃n[a, b] , удовлетворяющей представлению (33) и оценке (34), и любого ε < 0 существу-
ет такое решение x задачи (22)-(24), что для любого t ∈ [a, b] выполняется неравенство

|x(t)− y(t)| ≤ ξ(κ, ε, p)(t) (35)

и при почти всех t ∈ [a, b] справедливо соотношение

|q(t)− q̃(t)| ≤ κ(t) + ε+ l(t)ξ(κ, ε, p)(t), (36)

где функция κ ∈ L1
+[a, b] удовлетворяет оценке (34), функция l ∈ L1

+[a, b] из неравенства
Липшица (25) для отображения F : [a, b]×Rn → comp[Rn], ξ(κ, ε, p) ∈ C̃+[a, b] определена
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равенством (32) при u = κ и p = |x0 − y(a)| . Отметим, что если импульсные воздействия
отсутствуют, то приведенные оценки (35), (36) совпадают с оценками А.Ф. Филиппова не
только для обыкновенных дифференциальных включений, но и для других типов включе-
ний, например, для дифференциальных включений с запаздыванием.

П р и м е р 2. Рассмотрим задачу Коши для дифференциального включения с запазды-
ванием

ẋ(t) ∈ F (t, x[v(t)]), при почти всех t ∈ [a, b],
x(ξ) = ϕ(ξ), если ξ < a

(37)

где измеримая по Лебегу функция v : [a, b] → R при всех t ∈ [a, b] удовлетворяет неравен-
ству v(t) 6 t ; ограниченная функция ϕ : (−∞, a) → Rn измерима по Борелю; отображение
F : [a, b] × Rn → comp[Rn] и импульсные воздействия Îk : Rn → Rn, k = 1, 2, . . . ,m, удо-
влетворяют условиям, описанным в примере 1.

Определим оператор P : C̃
n
[a, b] → L∞[a, b] равенством

(Px)(t) =
{
x[v(t)], если v(t) ∈ [a, b];
ϕ[v(t)], если v(t) < a.

(38)

Под решением задачи (37), (23), (24) понимается функция x ∈ C̃n[a, b] , для которой суще-
ствует такая суммируемая q : [a, b] → Rn , что при почти всех t ∈ [a, b] справедливо вклю-
чение q(t) ∈ N(Px)(t) и при всех t ∈ [a, b] выполняется равенство (26), где N : L∞[a, b] →
S(Ln[a, b]) – оператор Немыцкого, порожденный отображением F : [a, b]× Rn → comp[Rn]
(см. (27)).

Определим отображение Γ̃ : C̃
1

+[a, b] → L1
+[a, b] равенством

(Γ̃x)(t) = l(t)(Θx)(t), (39)

где функция l ∈ L1
+[a, b] удовлетворяет условию Липшица (25) для отображения F : [a, b]×

Rn → comp[Rn] , отображение Θ : C̃
1

+[a, b] → C̃
1

+[a, b] задано равенством (17).
Далее, зададим отображение P̃ : C̃

1

+[a, b] → L1
∞[a, b] формулой

(P̃ x)(t) =
{
x[v(t)], если v(t) ∈ [a, b];
0, если v(t) < a,

(40)

где измеримая по Лебегу функция v : [a, b] → R описана выше.
Из условия Липшица отображения F : [a, b] × Rn → comp[Rn]

и определений отображений P : C̃
n
[a, b] → L∞[a, b] (см. (38)),

P̃ : C̃
1

+[a, b] → L1
∞[a, b] (см. (40)), Γ : C̃1

+[a, b] → L1
+[a, b] (см. (30)), Γ̃ : C̃

1

+[a, b] → L1
+[a, b]

(см. (39)), Θ : C̃
1

+[a, b] → C̃
1

+[a, b] (см. (17)) для любых x, y ∈ C̃n[a, b] и любого измеримого
U ⊂ [a, b] вытекают соотношения

hLn(U)[NPx; NPy] 6 ||ΓP̃ (Z(x− y))||L1(U) 6 ||Γ̃(Z(x− y))||L1(U), (41)

здесь непрерывное отображение Z : C̃
n
[a, b] → C̃

1

+[a, b] определено равенством (8).
Пусть функция y ∈ C̃n[a, b] , определенная при любом t ∈ [a, b] представлением (33),

при почти всех t ∈ [a, b] удовлетворяет неравенству

ρ[q̃(t), F (t, (Py)(t))] 6 κ1(t), (42)

где отображение P : C̃
n
[a, b] → L∞[a, b] задано равенством (38), функция q̃ ∈ Ln

1 [a, b] из
соотношения (33), κ1 ∈ L1

+[a, b] .
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Для задачи (37), (23), (24), в силу неравенств (41), можно рассматривать два типа ма-
жорантных оценок.

Рассмотрим первую задачу

ẏ = κ1 + ε+ Γ(P̃ (y)), ∆y(tk) = Ĩk(y(tk)),
k = 1, 2, . . . ,m, y(a) = p,

(43)

где функция κ1 ∈ L1
+[a, b] удовлетворяет оценке (42), отображение P̃ : C̃

1

+[a, b] → L1
∞[a, b]

задано равенством (40), импульсные воздействия Ĩk : R1
+ → R1

+, k = 1, 2, ...,m, имеют
вид (29), числа ε, p > 0, отображение Γ : C̃

1

+[a, b] → L1
+[a, b] определено равенством (39).

Найти решение задачи (43) невозможно, поскольку отклонение аргумента (функция v :
[a, b] → R ) конкретно не задано. Однако для задачи (43) можно найти оценку, используя
метод интегральных неравенств, описанный в §3. Найдем эту оценку.

Рассмотрим задачу

ẏ(t) = κ1(t) + ε+ l(t)(Θy)(t), ∆y(tk) = Ĩk(y(tk)),
k = 1, 2, . . . ,m, y(a) = p,

(44)

где отображение Θ : C̃
1

+[a, b] → C̃
1

+[a, b] задано формулой (17), а импульсные воздействия
Ĩk : R1

+ → R1
+, k = 1, 2, ...,m, имеют вид (29), функция κ1 ∈ L1

+[a, b] удовлетворяет оценке
(42).

Решение задачи (44) при любом t ∈ [a, b] определяется формулой

y(t) = p+

t∫
a

(κ1(s) + ε)ds+

t∫
a

l(s)(Θy)(s)ds+
m∑

k=1

∆(y(tk))χ[tk,b)(t). (45)

Так как при любом k = 1, 2, . . . ,m имеет место неравенство ∆(y(tk)) 6 ∆((Θy)(tk)) ,
а правая часть равенства (45) не убывает, то из определения отображения Θ : C̃

1

+[a, b] →
C̃

1

+[a, b] (см. (17)) при любом t ∈ [a, b] вытекает оценка

(Θy)(t) 6 p+

t∫
a

(κ1(s) + ε)ds+

t∫
a

l(s)(Θy)(s)ds+
m∑

k=1

∆((Θy)(tk))χ[tk,b)(t). (46)

Из оценки (46) и теоремы 2 следует, что значение (Θy)(t) при любом t ∈ [a, b] не превос-
ходит решения задачи

ẏ = κ1 + ε+ ly, ∆(y(tk)) = Ĩk(y(tk)), k = 1, 2, . . . ,m, y(a) = p. (47)

Решение задачи (47) найдено в примере 1, является функцией ξ(κ1, ε, p)(·) и определено
равенством (32).

Таким образом, из теоремы 3 и приведенных примере 2 рассуждений вытекает, что
для любой функции y ∈ C̃

n
[a, b], удовлетворяющей представлению (33) и оценке (42), для

любого t ∈ [a, b] выполняется неравенство

|x(t)− y(t)| ≤ ξ(κ1, ε, p)(t) (48)

и при почти всех t ∈ [a, b] справедливо соотношение

|q(t)− q̃(t)| ≤ κ1(t) + ε+ l(t)ξ(κ1, ε, p)(t), (49)

1297



ISSN 1810-0198. Вестник ТГУ, т. 14, вып. 6, 2009

где функция κ1 ∈ L1
+[a, b] удовлетворяет оценке (42), функция l ∈ L1

+[a, b] из неравенства
Липшица (25) отображения F : [a, b] × Rn → comp[Rn], ξ(κ, ε, p) ∈ C̃+[a, b] определена
равенством (32) при u = κ1 и p = |x0− y(a)| . Отметим также, что если v(t) = t , то приве-
денные оценки (48), (49) совпадают с оценками, приведенными в примере 1 и в регулярном
случае (без импульсных воздействий), с точностью до произвольного ε > 0 , совпадают с
оценками А.Ф. Филиппова.
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